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1번. ➁ 2번. ➃ 3번. ➀ 4번. ➁ 5번. ➃

6번. ➀ 7번. ➁ 8번. ➀ 9번. ➄ 10번. ➄

11번. ➂ 12번. ➃ 13번. ➄ 14번. ➁ 15번. ➂

16번. ➂ 17번. ➀ 18번. ➄ 19번. ➂ 20번. ➂

21번. ➃ 22번. 3 23번. 80 24번. 232 25번. 8

26번. 15 27번. 135 28번. 28 29번. 10 30번. 72

베르테르 모의고사 5회 정답표

13번 해설.

평면ABC가 평면와 이루는 각의 크기를 라 합니다. 그리고 평면

와 평면ABC의 교선을 이라 하고 교선과 직선AB가 이루는 각

의 크기를 라 합시다.

A′Bcossincos  sincos sinsin
sinsin  이므로 sinsin 


입니다. 따라서 삼각형

ABC의 넓이를 라 하면 cos 에서 cos의 값이 최대가 되

면 됩니다. 즉 sin의 값이 최소이고, sin값이 최대가 되면 됩니

다. sin  

일 때 삼각형 ABC의 넓이가 최소가 이므로, 따라서

  입니다. 이제 BC의 최솟값을 구해보면 삼각형넓이는




××BC×sin∠ABC이므로 cos 에서 각∠ABC는 에

관계없이 모든 sin∠ABC값을 나타내므로 cos의 값이 최대이면서

sin∠ABC의 값이 최대이면 BC의 최솟값을 구할 수 있습니다.

BC sin∠ABCcos이므로 ∠ABC 


이면서, cos 


이

될 때, 최소가 됩니다. 따라서  가 됩니다.

정답은 ➄이 됩니다.

14번 해설.

BC가 최소일 때, ∠ABC 

  


이므로 선분BC는 교선과 평행

하거나 교선위에 있습니다. 따라서 가 정답이 됩니

다. 정답은 ➁

15번 해설

선분BC의 중점을 M이라고 평면ADM에서 다음과 같이 단면화로

볼 수 있습니다. 즉 두 벡터ORAM이 그림과 같이 평행할 때 최

대가 됩니다.

그런데 cos∠AMD 

이므로 점R의 평면BCD위로의 정사영을 R′

라 하면 ×

GR′이고 OQ의 경우에도 마찬가지이므로

다시 다음과 같은 평면화를 할 수 있습니다.

삼각형PQ′R′의 높이가 sin 이고,

Q′R′이므로 정답은 ➂이 됩니다.

16번 해설.

두 구의 중심을 각각 AB라 합시다. 다음 그림과 같습니다.




B

A



A′

A

GD M

O

R


※선분OR의 정사영의 길이

는 6cos∠AMD이므로 2가 됩

니다. 따라서 GR′
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점A를 포함하고 평면    과 평행한 평면을 라

하고, 점B를 포함하고 평면와 평행한 평면을 라 하면 다음과

같습니다.선분AB와 평면가 이루는 각의 크기를 라 하면

sin ×


 


 cos 


이므로

위의 그림과 같이 P″Q≡P′Q′A′B′이고,

A′B′AB cos 


PP″AA″ABsin입니다.

따라서 P″Q


PP″ 

이므로 PQ 


가 됩니다. 정답은

➂이 됩니다.

17번 해설

원의 중심의 좌표가


이므로 일단 원의 중심을 P라 할 때,

점P는 평면


와 구가 만나서 생기는 단면의 내부에 있습니

다. 즉 평면


과 구가 만나서 생기는 단면으로 단면화하면

다음과 같습니다. 점P는 반지름의 길이가


인 원의 내부에 있

습니다. ≤≤


라 하면 P 


cossin라고 할 수 있습

니다. 점P를 중심으로 하는 원의 넓이는




cossin 


 입니다. 원를 포함하는

평면의 법선벡터는 OP이고, 평면의 법선벡터는  라 두

면 cos ′에서 정사영의 넓이는 


×








sin
이고,

sin의 값에 상관없이 ≤≤


이므로 (sin의 값에 상관없이

이 독립적인 값을 가지므로)

최대가 되려면

sin  이고, 













의 최댓값을 구하면 됩니다.

즉, 














의 최댓값을 구하면 되므로   로 치환

하면 











≤ ≤


가   


에서 최대가 되므로 정

답은 ➀이 됩니다.

18번 해설

점C의 평면ADM위로의 정사영을 C′, 점C의 직선DM에 내린 수선

의 발을 H라 하면 CC′C′HC′Msin  sin입니

다. 따라서 cos CH
C′H




이므로 정답은 ➄이 됩니다.

19번 해설

을 지나고 평면  과 수직인 직선이 직선과 만나

는 점이 구의 중심이 됩니다. 따라서 계산해주면, 구의 중심은

이 됩니다. 구의 중심A와 평면 사이의 거리가 이므로

다음과 같습니다. 직선의 방향벡터가  이므로 평면의

법선과 직선이 이루는 각을 라 하면 cos 


이고, AB
가 됩니다.

AP·AB가 최대가 될 때, PH의 값이 최소가 됩니다.

즉, A′P·A′B가 최대가 되야되므로 이 때의 점P를 X라 하면,

XHXB sin

이므로 정답은 ➂이 됩니다.
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20번 해설.

점P에 대하여 사면체의 부피는 이 됩니다.

여기서 삼각형QRS의 넓이를 구하면 


이 됩니다.

따라서   


 이므로   이고  이므로 점

P의 좌표는 입니다. 따라서 구의 중심의 좌표는

이므로 정답은 ➂이 됩니다.

(※참고)여기서 삼각형QRS의 넓이를 계산이 깔끔하게 떨어지도록

의도했습니다. 그 이유는 고교과정으로도 큰 시간 손실 없이 쉽게

풀리도록 하기 위함입니다. 수선을 내리는 방법이 가장 기초적이

고, 교과서적이기 때문입니다. 다만 여기서 삼각형QRS의 넓이를

구하는 방법으로써 고교 외 과정의 드 구아의 정리를 참고로 덧붙

이겠습니다.

<드 구아 정리>

다음과 같은 직각 사면체OABC에 대하여

∆ABC  ∆OAB∆OBC∆OCA가 성립한다.

이 정리를 이용하여 위 문제의 삼각형 QRS의 넓이를 구할 수 있

습니다.

21번 해설.

점A를 지나면서 구에 접하는 접선위에 점Q가 다음과 같이 있습니

다. 선분PQ의 길이는 입니다.

선분PQ의 평면위로의 정사영의 길이가 최대가 되면

PQ P′Q′의 값이 최소가 됩니다.

즉 직선OA와 평면의 법선이 이루는 각의 크기를 라 하면

PQcos가 정답이 됩니다. (평면의 법선벡터를 라 하면

두 벡터의 내적의 절대값의 최솟값이 cos    

값의 최솟값

이 됩니다.)

따라서 PQ cos  ×





 이므로

제곱은 가 되고 정답은 ➃번이 됩니다.

26번 해설

 을 대입하면 AAAA·AAAA·AA을
얻습니다. 벡터 내적의 기하적인 의미를 생각해보면 점A에서 선

분AA에 내린 수선의 발이 A이라는 뜻입니다.(정사영한 벡터의

크기의 곱) 즉, AA×

 ×


 이므로 선분AA의 선분AA

위로의 정사영한 벡터의 크기는 


입니다. 마찬가지로

AA·AA×이므로 점A에서 선분AA에 내린 수선의

발은 선분AA의 중점이 됩니다. 즉, 점A의 평면AAA위로의

정사영은 그림의 점M을 지나고 선분AA와 수직인 직선과 점N을

지나면서 선분AA과 수직인 직선의 교점 위에 있습니다. 그 교점

은 그림과 같이 점N이 됩니다.
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따라서 점A의 평면AAA위로의 정사영A′의 자취는 다음과 같습

니다. 고로 반지름의 길이가 1인 원의 둘레 또는 내부위의 점A′

와 직선AN사이의 최대거리를 구하면 삼각형의 높이가 최대가 되

므로 정사영의 넓이의 최댓값을 구할 수 있습니다.AH 

이므로

정사영의 넓이의 최댓값은 


가 됩니다. 정답은 15가 됩니다.

27번 해설

정삼각형의 무게중심을 G라고 하면 다음과 같습니다.


 



POOA·QOOA
 



OA
 



OA 이므로


 



OA 
 



OGGA OG 가 됩니다. 따라서

OG 의 최댓값을 구하면 됩니다. 점G의 자취는 점

을 중심으로 하고 반지름의 길이가 인 원판입니다. 이 원판을

포함하는 평면은 직선


 


 


과 수직이면서 점을 지나

므로 평면의 방정식은   입니다.

따라서 OG 의 최댓값은 이 되므로 정답은 가 됩니다.

28번 해설

점A의 점C를 포함하고 직선과 수직인 평면 위로의 정사영을 A′
라 하면 다음 그림과 같습니다. AA′이므로 AHA′H가
됩니다. CH⊥AC이므로 CH⊥CA′입니다.

따라서 선분CA′의 길이는 







가 됩니다.

마찬가지로 두 점AC의 점B를 포함하고 직선과 수직인 평면 위

로의 정사영을 각각 A″ C′라 하겠습니다. 선분BC′의 길이는

BHC′H







가 됩니다. BA″의 길이는







 가 되므로 점B는 선분CA를   로 내분하는

점이 됩니다. 그런데 삼각형CAH의 넓이가 이므로 삼각형BAH
의 넓이는 가 됩니다. 따라서 점A에서 직선BH에 내린 수선의

발을 H라 하면 AH입니다. ∠A″BH∠HBC′(맞꼭지각)이므로

A″Bsin∠C′BH ×


A″H가 됩니다.

cos AH
A″H




이므로 정답은 cos  
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A A
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29번 해설

반지름의 길이가 인 원의 중심을 A라 하고 이 원에 내접하는 세

원은 위의 그림과 같습니다.

 이므로 


입니다. 따라서 다음과 같이 단

면화합니다. tan 


이므로 정답은 이 됩니다.

30번 해설

PQ QR이므로 PQ 이라 하면 QR  RP 가 됩니다.

즉, RP 의 크기가 가장 크므로 구의 지름과 같거나 작아야 됩니

다. 따라서  ≤이 됩니다. 평면PQR이 평면와 만나서 생

기는 교선을 , 평면와 만나서 생기는 교선을 이라고 하면,

(나)조건에 의해서 두 직선 은 서로 평행하거나 일치합니다.

그러므로 선분QR이 직선과 이루는 각의 크기를 라 하면, 선분

QR이 직선과 이루는 각의 크기 역시 이 됩니다.

선분RP가 직선과 이루는 각의 크기를 라 하고,

평면PQR이 평면와 이루는 각의 크기를 이라고 합시다.

QR sinsin PQ cossin,

RP sinsin입니다. 여기서 sin는 선분RP
의 점Q를 지나고 직선과 수직인 직선 위로의 정사영의 길이가 됩

니다.

sin  HH  sincos이므로

sinsin sincossin
PQ QR RP sinsincos sinsin
평면PQR이 평면와 이루는 각의 크기를 라 하면


 



PQQRRP sinsinsin이므로,

최대이려면 ≤에서  이고 sin 이어야 하고,

sinsin의 최댓값을 구하면 됩니다.

여기서 두 평면 의 교선을 이라 하면 평면PQR을 교선 을 포

함하면서 움직이는 평면으로 생각해도 무방합니다. (평면을 평행

이동하여도 이루는 각의 크기는 변하지 않으므로)

따라서 계산해주시면 sinsin ≤

이므로 ×


 가 정답

이 됩니다.

sin
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